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Дóроги не те знания, которые отлагаются  

в мозгу, как жир; дóроги те, которые  

превращаются в умственные мышцы. 

Г. Спенсер  

Ïðåäèñëîâèå 

 

Основная идея книги: синтезировать традиционные принципы преподавания 

высшей  математики для экономистов с новейшими достижениями компью-

терной математики. При реализации этой идеи авторы исходили из следую-
щих двух постулатов. 

1. Учебник должен быть самодостаточным и содержать: исчерпывающее и 

строгое изложение классических основ высшей математики, а также блоки 

обучающих задач, сопровождаемых демонстрационными примерами. 

Учебник должен опираться на современные достижения в образователь-

ных компьютерных технологиях и использовать их, не нанося ущерба ма-

тематически строгому изложению теории.  

2. Компьютерная математика не способна полностью исключить традицион-

ные методы в преподавании, однако призвана сделать это преподавание 

более  эффективным и доступным. Она всего лишь инструмент, позволяю-

щий сосредоточить внимание студента на логике методов и алгоритмов, 

освобождая от необходимости освоения громоздких, незапоминающихся и 

потому бесполезных вычислительных процедур и трюков. И использова-

ние этого инструмента только в качестве иллюстративного средства с це-

лью "уберечь" студента от "скучной" математики, сведя ее постижение к 

нажатию кнопок мыши и клавиш клавиатуры, сродни комиксам, низводя-

щим классические произведения литературы до уровня примитивных 

мультяшек.  

Содержание книги разбито на 6 частей: введение в теорию функций несколь-

ких  переменных, дифференциальное исчисление, интегральное исчисление, 

дифференциальные уравнения, ряды, линейная алгебра и элементы аналитиче-

ской геометрии.  Несмотря на традиционное содержание, продиктованное 

программой общего курса высшей математики, книга имеет нетрадици-

онную структуру. Это связано с тем, что  в последние годы вычислительная 

техника все глубже проникает в различные сферы человеческой деятельности. 

И вопреки некоторой инертности и консервативности образования, компьюте-

ры активно участвуют в процессе обучения, облегчая его, улучшая качество 
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получаемых знаний и ускоряя процесс адаптации нынешних студентов к но-

вой, "компьютерной" жизни. 

Во-первых, главы содержат теорию, компьютерные разделы, блоки задач для 
самостоятельного решения, ответы и решения задач. Содержание теоретиче-
ского материала соответствует государственным образовательным стандар-

там преподавания высшей математики на экономических специальностях ву-
зов, а его структура ориентирована на использование любого пакета 

компьютерной математики, хотя базовым пакетом книги является Mathcad. 
Благодаря такой структуре отпала необходимость в изложении громоздких 

методов и приемов интегрирования, дифференцирования, решения диффе-
ренциальных уравнений, обращения матриц и т. д. — подобные процедуры 
"доверены" компьютеру, связь с которым реализуется через пакет Mathcad. 

Тем самым разгружена содержательная часть книги, а внимание потенциаль-
ного читателя акцентировано на логике понятий и методов. 

Во-вторых, данное пособие предполагает многоуровневое постижение основ 

высшей математики. Учитывая и уважая возможности контингента своих чи-
тателей, книга позволяет варьировать степень подробности и глубины изуче-
ния предмета. Так, возможно беглое знакомство с основным текстом главы на 

уровне определений, основных свойств и несложных иллюстративных при-
меров, опуская доказательства двух-трех базовых теорем данной главы. При 

более пристальном внимании можно вникнуть в доказательства приводимых 
в главе теорем, что позволяет понять взаимосвязь между основными поня-
тиями и их свойствами. Наконец, самый заинтересованный читатель обратит 

свое внимание на те утверждения, которые лишь формулируются в тексте 
главы и предназначаются для самостоятельного осмысления. Каждая глава 

сопровождается практическим материалом, также дифференцированным по 
уровням. Творческий уровень представлен здесь теоретическими задачами, 

которые, с одной стороны, позволяют дополнить теорию, а с другой — ука-
зать ее тонкие и проблемные моменты. В случае затруднений в решении этих 
задач можно обратиться за помощью или подсказкой к разд. "Ответы, ука-

зания, решения". Следующий уровень практических задач – типовые. Здесь 
приводятся 20 несложных примеров и один-два демонстрационных образца с 

подробным их решением. Эти задачи доступны среднему студенту и предна-
значены для приобретения практических навыков в освоении алгоритмов и 
методов, доступных для ручного счета и обработки, их можно также использо-

вать в качестве практикума для студентов-заочников. Задачи третьего уров-
ня — компьютерные, ориентированные на использование пакетов компью-

терной математики и недоступные для ручной обработки. Каждый блок таких 
задач содержит по 10 однотипных примеров, в обязательном порядке сопро-
вождаемых алгоритмами решения с помощью операторов и функций 

Mathcad. 
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Во-третьих, авторы стремились создать пособие, содержащее строгое описа-

ние основ классической математики, предложив собственный подход к изло-

жению ряда разделов. Так, в главах 2—11 реализован принцип "от общего к 

частному", где изначально понятия предела и непрерывности функций вводят-

ся в классе функций n переменных, определенных в n-мерных точечных про-

странствах. Такой подход, вопреки сложившимся стереотипам, на наш взгляд, 

позволил сделать математически более мотивированными и прозрачными со-

ответствующие понятия в классе функций одной переменной. В главе 6 дана 

естественная классификация бесконечно малых функций по уровням малости, 

что позволило четко определить понятие главной части функции и указать  

методы ее нахождения. В главах 21—23, объединенных единой идеей интегри-

рующего множителя, излагаются типы дифференциальных уравнений и мето-

ды их интегрирования. Также с единых позиций (через суммы Дарбу) ведется 

изложение теории определенного и двойного интегралов (главы 17—20). Ос-

новные теоремы линейной алгебры (главы 31—41) о вырожденных и обратных 

матрицах, определителях, системах линейных уравнений и т. д., фактически 

доказаны с помощью только двух "сквозных" понятий — линейной независи-
мости и элементарного преобразования системы векторов. 

Хотя теоретический материал книги ориентирован на использование произ-

вольных пакетов компьютерной математики, базовым для книги является 

Mathcad. Mathcad выгодно отличается от других пакетов возможностью сво-

бодно компоновать рабочий лист и относительной легкостью изучения. Так 

же, как с карандашом в руке решается задача на листе бумаги, можно офор-

мить и соответствующий Mathcad-документ. Если некоторое время не возни-

кает необходимости работать с Mathcad, то впоследствии навыки пользова-

ния пакетом легко восстанавливаются (тогда как в других пакетах 

компьютерной математики используется очень сложный синтаксис, который 

быстро забывается, если не работать с этим пакетом постоянно). Кроме того, 

Mathcad — это универсальная, а не специализированная математическая  
среда. 

Описание Mathcad дается в компьютерных разделах глав параллельно изло-

жению математической теории, что позволяет потенциальному читателю по-

степенно усваивать широкие возможности пакета без отрыва от конкретного 

математического контекста. При этом те или иные процедуры, функции и 

операторы Mathcad подробно описываются в компьютерном разделе именно 

той главы, где они впервые встречаются. 

Новейшей версией Mathcad (на момент сдачи книги в набор) являлся 

Mathcad 11 Enterprise Edition, которому предшествовали Mathcad 2000 Pro и 

Mathcad 2001 Pro. Компьютерные разделы глав адаптированы к любой из 

этих версий. При этом следует иметь в виду, что существует обилие русифи-
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цированных вариантов Mathcad (даже в рамках одной его версии), в которых 

возможны непринципиальные внешние отличия некоторых диалоговых окон 
и панелей от приводимых в книге. 

Нумерация глав сквозная. Теоремы, утверждения, леммы, следствия, рисун-

ки, формулы и задачи нумеруются двумя числами: первое из них — это но-

мер главы, второе — их порядковый номер в самой главе. В приложении, до-

полняющем компьютерные разделы глав, дается обзор панелей инструментов 
и описание способов редактирования формульных блоков. 

Данная книга, вместе с ранее вышедшим учебным пособием "Математика для 

экономистов на базе Mathcad", изд-во БХВ-Петербург, 2003, охватывают про-

грамму всего цикла математических дисциплин для студентов экономических 
специальностей вузов. 

Авторы: доктор физико-математических наук, профессор, лауреат премии 

Академии наук Беларуси А. А. Черняк, кандидат физико-математических на-

ук, доцент, Соросовский доцент Ж. А.Черняк, старший преподаватель Дома-

нова Ю. А. 

 



 

 

ЧАСТЬ I  

ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ФУНКЦИЙ 

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Ãëàâà 1 

 

 

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà  
 

Под множеством будем понимать совокупность различных объектов, объе-
диненных по определенному признаку. Объекты, составляющие множество, 
называются его элементами. Тот факт, что объект а является элементом 

множества А, записывается так: а ∈ А. Запись а ∉ А означает, что а не явля-
ется элементом множества А. Множество, не содержащее ни одного элемен-

та, называется пустым и обозначается ∅. 

Пример. Множество решений системы уравнений 
⎩
⎨
⎧

=+

=+

5

2

yx

yx
 является 

пустым множеством, поскольку система не имеет ни одного решения. 

Пусть А и В — два множества. Тогда между ними можно определить сле-
дующие отношения. Если оба множества состоят из одних и тех же элемен-
тов, то они равны: А = В. Если все элементы множества А являются также 
элементами множества В, то А является подмножеством множества В, что 

обозначается А ⊆ В. Запись А ⊂ В означает, что А является подмножеством В, 
не совпадающим с В. 

Пример. Множество A убыточных предприятий является подмножест-

вом множества B всех предприятий, т. е. A ⊆ B. 

Объединением двух множеств А и В называется множество С, состоящее из 
всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из множеств А или В: 

С = А ∪ В. Пересечением А и В называется множество С, состоящее из всех 

элементов, принадлежащих обоим множествам А и В: С = А ∩ В. Разностью 
множеств А и В называется множество С, состоящее из тех элементов А, ко-
торые не содержатся в В: С = А \ В. 

Схематически операции над множествами показаны на рис. 1.1. 

При рассмотрении числовых и точечных множеств вместо слова "элемент" 
употребляется также слово "точка".  
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A∪ B

A

B

A

B B B

A A

A∩ B A\B B\A  

Рис. 1.1. Операции над множествами 

n-мерной точкой А называется упорядоченный набор (а1, ..., аn) n действи-

тельных чисел а1, а2, ..., аn, называемых координатами точки А. Множество 

всех n-мерных точек называется n-мерным точечным (или n-мерным евкли-

довым) пространством Аf n
, если задано расстояние ρ(А, В) между любыми 

двумя точками А = (а1, ..., аn) и В = (b1, ..., bn), определяемое формулой: 

( ) ( ) ( )22

22

2

11
),(

nn
bababaBA −++−+−=ρ � . 

Окрестностью радиуса ε точки А называется множество всех таких точек 

пространства Аf n
, расстояние от которых до точки А меньше ε. Обозначается 

такая окрестность N(A, ε). 

Утверждение 1.1 (правило треугольника). Для любых трех точек А, В, С из 

Аf n
 верно ρ(А, В) ≤ ρ(А, С) + ρ(С, В). 

Примеры. Одномерное точечное пространство Аf
 1
 — это прямая, на 

которой расстояние между точками а и b равно ( ) baba −=−

2

; окре-

стность N(c, ε) в этом пространстве — интервал (с − ε; с + ε), который 

графически представлен на рис. 1.2. 

 

ε−c c ε+c  

Рис. 1.2. Окрестность в пространстве Аf
 1
 

Двумерное точечное пространство Аf
 2
 — это плоскость; окрестность 

N(A, ε) в этом пространстве — круг без границы с центром в точке А 

радиусом ε. 

Пусть а — либо число, либо символ −∞, b — либо число, либо символ +∞. 

Промежутком X = <a; b> в Аf 1
 называется множество всех точек, лежащих на 

прямой между а и b. Числа а и b могут как включаться в промежуток 
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X = <a; b>, так и не включаться в него. Если оба числа а, b включаются в 

промежуток X = <a; b>, то X называется отрезком и обозначается [a; b], если 

оба числа а, b не включаются в X, то X называется интервалом и обозначается 

(a; b); если ровно одно из чисел a, b включается в X, то X называется полуин-

тервалом и обозначается (a; b] или [a; b). 

Пусть X1, X2, …, Xn — произвольные промежутки в пространстве Аf
 1
.  

n-мерным промежутком в пространстве Аf
 n
 называется множество всех таких 

точек из Аf
 n
, i-е координаты которых принадлежат Xi, i = 1, 2, ..., n. Обознача-

ется такой n-мерный промежуток X1 × X2 ×…× Xn. 

Пример. В пространстве Аf
 2
 двумерные промежутки являются прямо-

угольниками или прямоугольными областями. Так, на рис. 1.3 изобра-

жены промежутки [3; 4] × [1; 2] и (−∞; −1] × (−∞; −2]. 

 

y

x

1

2

3 4

-1

-2

 

Рис. 1.3. Промежутки в пространстве Аf
 2
 

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ 

Т1.1. Привести примеры числовых множеств А и В таких, что: а) А ∪ В = Аf
 1
 

и А ∩ В = ∅; б) А ∪ В = А. Показать, что А ∪ В = 

= А ⇔ А ∩ В = В. 



×àñòü I. Ââåäåíèå â òåîðèþ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 10

Т1.2. Пусть даны точка М ∈ Аf
 n
 и число ε > 0. Доказать, что существует та-

кой n-мерный промежуток X, что X ⊂ N(M, ε). 

Т1.3. Пусть даны точка М ∈ Аf
 n
 и число ε > 0. Доказать, что существует та-

кой n-мерный промежуток X, что N(M, ε) ⊂ X. 

Т1.4. Пусть даны точка М ∈ Аf
 n
 и два числа ε1, ε2, где 0 < ε1 < ε2. Всегда ли 

существует такой n-мерный промежуток Х, что N(M, ε1) ⊂ X ⊂ N(M, ε2)? 

Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷ Ï1.1—Ï1.21 

П1.1—21. (здесь число k совпадает с номером решаемой задачи 

k = 1, 2, ..., 21.) Перечислить элементы множеств А, В, С и найти А ∪ В, 

В ∩ С, (А ∪ В) ∩ С, С\В, если: А — множество всех делителей числа 2k; B —

 множество корней уравнения x2
 − (2k + 1)x + k

2
 + k = 0; C — множество всех 

нечетных чисел х таких, что 3 ≤ х ≤ k + 3. 

П1.22. Найти А ∪ В, А ∩ В, А ∩ В ∩ С, (А ∪ В) ∩ С, А \ В и изобразить эти 

множества на координатной прямой, если: 

А = [0; 3], В = (1; 5), С = (−2; 0); 

А = (−∝; 1], В = [1; +∞), С = (0; 1); 

А = [−3; 1], В = [2; +∞), С = (−∝; −2]. 

Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ 

Т1.1. Ответы: а) например, А — множество всех рациональных чисел, В — 

множество всех иррациональных чисел; б) любые два множества, для кото-

рых В ⊆ А. 

Т1.2. Пусть М = (m1, m2, ..., mn). Выберем число а такое, что 
n

a

ε
<<0 . По-

ложим X = X1 × X2 ×…× Xn, где Хi = (mi − a; mi + a), i=1, 2, ..., n. Покажем, что 

для любой точки L = (l1, l2, ..., ln) из Х верно ρ(M, L) < ε. Так как 

li ∈ (mi − a; mi + a), то ⏐li − mi⏐ < a, (li − mi)
2
 < a

2
 и, следовательно, 

( ) ε<=<−=ρ ∑
=

nanalmLM

n

i

ii

2

1

2

),( . 

Утверждение доказано. 
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Т1.3. Пусть М = (m1, m2, ..., mn). Положим X = X1 × X2 ×…× Xn, где 

Хi = (mi − ε; mi + ε), i = 1, 2, ..., n. Покажем, что для любой точки 

L = (l1, l2, ..., ln) из N(M, ε) верно L ∈ X. Предположим противное: точка 

L ∈ N(M, ε), но существует координата lr такая, что lr ∉ Xr. Тогда ⏐mr − 

− lr⏐ > ε, (mr − lr)
2
 > ε2

 и, следовательно, 

( ) ( ) ε>−≥−=ρ ∑
=

2

1

2

rr

n

i

ii
lmlmLM ),( , 

что противоречит условию L ∈ N(M, ε). Утверждение доказано. 

Т1.4. Не всегда верно. Приведем контрпример. Пусть M ∈ Аf 2
 и 

π

ε
<ε

1

2

2
. 

Предположим, что существует 2-мерный промежуток Х, содержащий N(M, ε1) 

и содержащийся в N(M, ε2). Очевидно, Х — прямоугольник, стороны которо-

го превосходят диаметр круга N(M, ε1). Поэтому площадь Х больше 4ε1

2. С 

другой стороны, поскольку Х содержится в круге N(M, ε2), то его площадь 

меньше 2

1

2

1

2

2
4

4
ε=ε

π

π
<πε . Противоречие. 

П1.21. В соответствии с условием задачи при k = 21 получаем: А — множест-

во всех делителей числа 42, т. е. А = {±1, ±2, ±3, ±6, ±7, ±14, ±21, ±42}; В — 

множество корней уравнения x2
 − 43x +20 ⋅ 21 = 0, т. е. x1 = 20, x2 = 21, 

В = {20, 21}; С — множество всех нечетных чисел x таких, что 3 ≤ x ≤ 24, т. е.  

С = {3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23}.  

Отсюда А ∪ В = {±1, ±2, ±3, ±6, ±7, ±14, ±21, ±42, 20}; В ∩ С = {21}; 

(А ∪ В) ∩ С = {3, 7, 21}; С \ В = {3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23}. 
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