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Введение

История • Понятие дифференциального уравнения
возникло практически одновременно с созданием во
второй половине XVII века Исааком Ньютоном и Гот-
фридом Лейбницем теории дифференциального и ин-
тегрального исчисления, как естественное обобщение
обычных алгебраических уравнений. В дифференци-
альном уравнении неизвестной является функция, а
само уравнение должно содержать в себе хотя бы од-
ну производную искомой функции.

Исаак Ньютон

Готфрид Вильгельм Лейбниц

Первоначально дифференциальные уравнения по-
явились в физических задачах. Например, второй за-
кон Ньютона, связывающий ускорение тела (т.е. про-
изводную скорости тела или вторую производную его
положения) с действующей на это тело силой, авто-
матически превращается в дифференциальное уравне-
ние, если рассматриваемая сила зависит либо от ско-
рости тела, либо от его местоположения.

Другим важным источником дифференциальных
уравнений на первых порах оказались геометрические
задачи, в которых по известному свойству касатель-
ных к некоторой кривой требовалось найти кривую,
удовлетворяющую заданному свойству. Классической
задачей этого типа является задача о трактрисе, в
которой нужно найти кривую, отрезок касательной к
которой, заключенный между точкой касания и осью
координат, имел бы постоянную длину.

Цели издания • На протяжении своей уже более
чем трехсотлетней истории дифференциальные урав-
нения исправно служат для решения разнообразных
практических задач и являются стандартным сред- 1 Близким аналогом в дискрет-

ном моделировании служат кле-
точные автоматы.ством построения и анализа непрерывных математи-

ческих моделей1. Область их применения в настоящее
время является чрезвычайно широкой и включает в
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себя практически все разделы современной науки —
от физики, математики и даже информатики до хи-
мии, биологии и социологии.

Целью настоящего издания было собрать под од-
ной обложкой примеры разнообразных практических
задач из различных прикладных областей, решение
которых связано тем или иным образом с построени-
ем, решением и анализом какого-нибудь обыкновенно-
го2 дифференциального уравнения или системы таких2 То есть уравнения относительно

функции, зависящей ровно от од-
ной переменной. уравнений.

Литература • Первую группу изданий, среди ко-
торых автором выполнялся поиск подходящих задач
и моделей, образуют классические учебники по тео-
рии дифференциальных уравнений, в которых изло-
жение теоретического материала сопровождается от-
носительно многочисленными примерами решенения
прикладных задач3.3 Первым в этом списке идет труд,

написанный примерно 150 лет на-
зад известным английским мате-
матиком и логиком Джорджем
Булем. Очень познавательно срав-
нить структуру изложения мате-
риала в этом учебнике c современ-
ными учебниками по дифференци-
альным уравнениям — они чрез-
вычайно близки друг к другу.

Джордж Буль
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Структура книги • Структура настоящего изда-
ния проста и прямолинейна. Каждая его глава по-
священа рассмотрению ровно одной модели (задачи)
или нескольких близких вариаций одной модели. Пер-
вым шагом идет формализация модели, выражающая-
ся в построении некоторого дифференциального урав-
нения или системы таких уравнений, описывающих
поведение рассматриваемой модели. Затем описыва-
ется процесс решения построенного ранее уравнения.
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При этом для каждого нового метода решения при-
водится некоторый минимальный теоретический ма-
териал5, достаточный для понимания того, как этот
метод устроен и как он работает. Последним шагом5 Если читатель желает полу-

чить более строгое или более пол-
ное теоретическое обоснование ис-
пользуемых в настоящем издании
понятий и методов, ему следует
обратиться к какому-нибудь клас-
сическому учебнику по обыкно-
венным дифференциальным урав-
нениям, например из списка на
стр. 10.

рассмотрения модели следует анализ полученного ре-
шения и обсуждение его свойств с точки зрения по-
ставленной в начале главы задачи.

Каждая глава сопровождается упражнениями для
самостоятельной работы для более глубого понимания
читателем рассматриваемой в главе темы.

Так как перекрестные ссылки (между главами) на
формулы и рисунки в книге практически не встреча-
ются, то в каждой главе используется своя собствен-
ная нумерация всех типов объектов — формул, ри-
сунков, сносок и таблиц. В случае использования пе-
рекрестных ссылок указывается либо страница, либо
глава, где и располагается нужный объект.

Обратная связь • Автор с благодарностью при-
мет все конструктивные отзывы и комментарии отно-
сительно структуры и содержания настоящего изда-
ния, а также пожелания о включении в последующие
переиздания каких-либо новых практических задач.
Свои отзывы и пожелания просьба отправлять по сле-
дующему адресу: ersovnm@gmail.com.



ГЛАВА 1
Свободное падение тел

Модель • В качестве первой модельной задачи рас-
смотрим классическую динамическую задачу модели-
рования движения свободно падающего тела. Пусть
тело массы m бросается под углом α к горизонту с на-
чальной скоростью w0 (рис. 1). Требуется определить,
по какой траектории будет двигаться данное тело пос-
ле броска. Введем систему координат: ось Ox напра- α

y

xO

искомая
траектория

w0

РИС. 1 Начальные условия в
модели движения тела под
углом к горизонту

вим вдоль поверхности Земли, ось Oy — перпендику-
лярно вверх. Начало координат поместим (для просто-
ты выкладок) в точку броска, т.е. в начальный момент
времени

x(0) = y(0) = 0.

В данной модели тело совершает движение в двух
направлениях — в горизонтальном и в вертикальном.
Разложим скорость тела на две соответствующие ком-
поненты: v(t) — горизонтальная компонента скорости,
а u(t) — вертикальная (рис. 2). Дальше рассмотрим
движение в каждом направлении по отдельности.

O x(t)

y(t)

mg

w(t)

v(t)

u(t)

РИС. 2 Состояние модели в мо-
мент времени t

Горизонтальное движение • Особенностью го-
ризонтального движения является то, что в этом слу-
чае на тело не действуют внешние силы. Единственная
сила в нашей модели — это сила тяжести, но она на-
правлена вертикально и на горизонтальное движение
не влияет. Другими словами можно сказать, что на те-
ло в горизонтальном направлении действует нулевая
сила: F = 0. Требуется определить, как будет изме-
няться со временем положение тела x(t) и его скорость
v(t), если в начальный момент времени тело распола-
гается в точке с координатой x0 и имеет начальную
скорость v0 (рис. 3). Попытаемся ответить на эти прос-
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тые кинематические вопросы с точки зрения диффе-
ренциальных уравнений.

Мы знаем, что физическим смыслом производной
является скорость изменения одной величины относи-
тельно другой величины. Отсюда, в частности, следу-
ет, что в нашей модели скорость тела v(t) будет равна
производной от его положения x(t) по времени t:

xx0

m v0

РИС. 3 Горизонтальное движе-
ние тела

v(t) =
dx

dt
. (1)

По аналогичным соображениям мгновенное ускорение
тела a(t), т.е. скорость изменения скорости, является
производной уже скорости v по времени t:

a(t) =
dv

dt
. (2)

Согласно второму закону Ньютона мгновенное уско-
рение a тела пропорционально действующей на него
силе F и обратно пропорционально массе m этого те-
ла:

a =
F

m
или ma = F. (3)

Так как в нашей модели сила F = 0, то ускорение ока-
зывается также нулевым: a = 0. Подставляя в это ра-
венство вместо ускорения производную скорости, по-
лучим соотношение

dv

dt
= 0. (4)

Данное соотношение, несмотря на всю свою тривиаль-
ность, является самым настоящим дифференциальным
уравнением первого порядка.1 Дифференциальные уравнения

для функций многих переменных
называются уравнениями в част-
ных производных. Уравнение вида

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,

содержащее независимую переменную x, неизвестную
функцию y(x) и хотя бы одну ее производную, назы-
вается обыкновенным дифференциальным урав-
нением1. Порядком дифференциального уравнения
называется порядок старшей производной, входящей в
это уравнение.

Наше уравнение (4) относится к классу простей-
ших дифференциальных уравнений.
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Дифференциальное уравнение вида y′(x) = f(x), в ко-
тором правая часть не зависит от y, называется про-
стейшим дифференциальным уравнением.

Решением простейшего уравнения y′ = f(x) является
любая первообразная (неопределенный интеграл) пра-
вой части f(x):

y(x) =

∫
f(x)dx+ C.

В нашей модели уравнение решается совсем эле-
ментарно: производная функции x(t) равна нулю, зна-
чит, эта функция является постоянной:

v(t) = C, (5)

где C ∈ R — произвольная постоянная. Найденное на-
ми решение демонстрирует важнейшее свойство диф-
ференциальных уравнений: как правило, они имеют
бесконечно много решений, описываемых некоторым
числом произвольных постоянных (констант). Реше-
ния такого вида называются общими2. При подста- 2 Обычно число констант в об-

щем решении равно порядку диф-
ференциального уравнения.новке вместо констант каких-то конкретных значений

мы будем получать частные решения.
Заметим, что согласно найденному решению ско-

рость тела оказывается фиксированной и равной C.
Однако чему конкретно равна эта константа C, наше
дифференциальное уравнение сказать не может. Для
ответа на этот вопрос нам понадобится дополнитель-
ное, так называемое начальное, условие: мы знаем, что
начальная скорость тела равна v(0) = v0.

Огюстен Луи Коши
Задача, состоящая из дифференциального уравнения
и начального условия для неизвестной функции:

F (x, y, y′) = 0,
y(x0) = y0,

— называется задачей Коши для данного дифферен-
циального уравнения3.

3 При соблюдении некоторых
достаточно простых условий на
функции, входящие в уравнение,
задача Коши имеет единственное
решение.

Подставляя начальное условие v(0) = v0 в реше-
ние (5), находим, что v0 = C. Окончательное решение
принимает, таким образом, следущий вид:

v(t) = v0. (6)
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Интегральной кривой дифференциального уравне-
ния называется график любого его частного решения.
Общему решению уравнения тогда соответствует се-
мейство интегральных кривых — по одной кривой на
каждое значение параметра C. Для нашего уравне-
ния (4) интегральными кривыми будут горизонталь-
ные прямые линии, определяемые формулой (5), каж-
дому значению константы C соответствует своя ин-
тегральная кривая. В совокупности данное семейство
кривых заполняет всю координатную плоскость. На
рис. 4 показаны несколько интегральных кривых (го-
лубого цвета) уравнения (4) и одна интегральная кри-
вая (красного цвета), соответствующая решению (6)
задачи Коши с начальным условием v(0) = 0.5.

Теперь, зная закон изменения скорости v(t), мож-
но найти, как меняется расстояние x со временем. Для
этого подставим найденное выражение v(t) = v0 в фор-
мулу (1):

dx

dt
= v0. (7)

Это еще одно простейшее дифференциальное уравне-

РИС. 4 Интегральные кривые
v(t) уравнения (4)

РИС. 5 Интегральные кривые
x(t) уравнения (7)

ние, его общее решение находится непосредственным
интегрированием правой части:

x(t) =

∫
v0dt = v0t+ C, C ∈ R. (8)

Для данного уравнения у нас также имеется началь-
ное условие: x(0) = x0. Подставляя его в общее реше-
ние, определяем константу C: C = x0, откуда находим
уже решение соответствующей задачи Коши:

x(t) = x0 + v0t. (9)

Интегральные кривые общего решения и решения за-
дачи Коши для x(0) = −0.75 показаны на рис. 5. В дан-
ном случае интегральные кривые также являются пря-
мыми линиями, угол наклона которых определяется
значением v0.

Вертикальное движение • Рассмотрим теперь
случай движения тела массы m в вертикальном на-
правлении в предположении, что на тело действует
только сила тяжести, которая около поверхности Зем-
ли примерно равна F = mg, где g ≈ 9.8м/с2 — ускоре-
ние свободного падения. Направим ось y вертикально
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вверх, начало координат y = 0 привяжем к поверхно-
сти Земли. Обозначим скорость тела u(t), т.е. согласно
физическому смыслу производной

u(t) =
dy

dt
. (10)

Пусть в начальный момент времени высота y(0) = y0,
скорость u(0) = u0 (рис. 6). Заметим, что при u0 > 0
начальная скорость направлена вверх (в положитель-
ном направлении оси Oy), что соответствует, напри-
мер, броску тела вверх, а при u0 < 0 начальная ско-
рость направлена вниз.

y

O

y0
m

v0

mg

РИС. 6 Вертикальное движе-
ние тела под действием силы
тяжести

Дальше действуем по рассмотренной выше схеме.
Записываем второй закон Ньютона для вертикального
направления:

du

dt
= −F

m
= −mg

m
= −g, (11)

сила тяжести действует против положительного на-
правления оси Oy, поэтому она в данном уравнении
записывается со знаком минус. Это простейшее диф-
ференциальное уравнение, его общее решение:

u(t) = −
∫
gdt = −gt+ C. (12)

Из начального условия u(0) = u0 определяем констан-
ту C = u0, следовательно, вертикальная скорость сво-
бодно падающего тела меняется со временем по закону

u(t) = u0 − gt. (13)

Подставляем найденную скорость в (10) и получаем
простейшее уравнение для неизвестной функции y(t):

dy

dt
= u0 − gt. (14)

Общее решение этого уравнения находим также непо-
средственным интегрированием:

y(t) =

∫
(u0 − gt)dt = u0t−

gt2

2
+ C. (15)

Согласно начальному условию y(0) = y0, поэтому кон-
станта C = y0, следовательно,

y(t) = y0 + u0t−
gt2

2
. (16)
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Заметим, что формулы (13) и (16) определяют закон
равноускоренного движения (с постоянным ускорени-
ем, равным −g).

Интегральные кривые уравнения (11) показаны на
рис. 7, ими являются параллельные прямые с углом
наклона к оси Ot, равным α = − arctg g.

РИС. 7 Интегральные кривые
уравнения (11)

РИС. 8 Интегральные кривые
уравнения (16) для трех слу-
чаев (сверху вниз): u0 > 0,
u0 = 0 и u0 < 0

На рис. 8 поcтроены интегральные кривые урав-
нения (16) для трех случаев: начальный бросок вверх
(u0 > 0), свободное падение с нулевой начальной ско-
ростью (u0 = 0) и бросок вниз (u0 < 0). Очевидно, что
во всех случаях интегральные кривые являются пара-
болами, положение вершины каждой параболы опре-
деляется значением начальной скорости u0.

Общий случай • Вернемся теперь к общему слу-
чаю, когда тело бросается под некоторым углом к го-
ризонту. Заметим сначала, что горизонтальное движе-
ние тела описывается уже найденными выше форму-
лами (6) и (9). С учетом начальных условий в данной
модели

x0 = 0, v0 = w0 cosα,

— получаем следующие формулы:

v(t) = w0 cosα, x(t) = w0 cosαt. (17)

Вертикальное движение, определяемое силой тя-
жести, описывается второй рассмотренной выше мо-
делью, т.е. формулами (13) и (16). Подставляя в эти
формулы начальные условия

u(0) = w0 sinα, y(0) = 0,

получаем, что

u(t) = w0 sinα− gt, y(t) = w0 sinαt−
gt2

2
. (18)

Таким образом, траектория движения тела описы-
вается системой двух уравнений:

x(t) = w0 cosαt,

y(t) = w0 sinαt−
gt2

2
.

(19)

Заметим, что мы можем исключить параметр t из си-
стемы. Для этого выразим t из первого уравнения:

t =
x

w0 cosα
.
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Подставим это выражение во второе уравнение:

y = w0 sinα ·
x

w0 cosα
−
g
(

x
w0 cosα

)2
2

.

После очевидных упрощений получаем явную форму- 4 Фотографии, илллюстрирующие
этот факт, можно найти в се-
ти Интернет по ключевым словам
projectile motion.

РИС. 9 Траектории полета те-
ла для разных значений уг-
ла α, красным цветом выде-
лен случай α = 45◦

РИС. 10 Траектории полета те-
ла для разных значений на-
чальной скорости w0 и угла
α = 67◦

лу, описывающую траекторию движения тела в виде
функции y(x):

y = tgα · x− gx2

2w2
0 cos

2 α
. (20)

Полученная зависимость является квадратичной, сле-
довательно, траектория полета тела оказывается па-
раболой4. На рис. 9 показано несколько траекторий
для разных значений угла α при фиксированной на-
чальной скорости, а на рис. 10 — несколько траекто-
рий для разных начальных скоростей при фиксиро-
ванном угле броска α = 67◦.

РИС. 11 Траектории полета одного и того же тела для
разных небесных тел, w0 = 8м/с, α = 60◦

На рис. 11 показано, как бы двигалось тело, бро-
шенное с одной и той же скоростью под одним и тем же
углом, на разных небесных телах Солнечной системы.
Различие траекторий обусловлено разными значения-
ми ускорения свободного падения на поверхности того
или иного тела, которое зависит от массыM тела и его
радиуса R:

g =
GM

R2
,

где G ≈ 6.67 · 1011 м3·с2·кг−1 — гравитационная посто-
янная.

Стоит еще раз отметить тот факт, что параболиче-
ской траектория полета тела будет только в идеальном
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случае: постоянная сила тяжести и отсутствие сопро-
тивления воздуха. Первое условие почти выполняется
для малых высот, второе — для тяжелых небольших
тел и малых скоростей. Если учесть, что сила тяжести

Жозеф Луи Лагранж

зависит от высоты полета, то траектория согласно за-
конам Кеплера (которые мы рассмотрим позже) ока-
жется на самом деле эллипсом, в одном из фокусов ко-
торого находится центр Земли. Если же учесть сопро-
тивление воздуха (эту модель мы также рассмотрим
позже), то траектория полета станет совсем непра-
вильной.

УПРАЖНЕНИЯ И ЗАМЕЧАНИЯ

1 Решите следующие дифференциальные уравнения5:5 Для обозначения производных
традиционно используются нота-
ции Лагранжа и Лейбница:

y
′
(x) и

dy

dx
.

Если независимой переменной яв-
ляется время t, то для обозначе-
ния производной функции x(t) мы
будем применять нотацию Ньюто-
на:

ẋ(t).

1) y′ = x lnx;
2) y′ = x arctg x;

3)
dy

dx
=

x3√
1− x8

;

4)
dy

dx
=

ex

1 + e2x
;

5) (x2 + 1)dx+ (x+ 1)dy = 06;

6 Нотация Лейбница позволя-
ет записывать дифференциальные
уравнения в форме дифференциа-
лов:

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0.

Чтобы выразить из такого урав-
нения производную y′, надо поде-
лить его на dx и заменить dy/dx
на y′.

6) xdx− (x2 + 1)dy = 0.

2 Найдите решение следующих задач Коши для простей-
ших дифференциальных уравнений:

1) xdy = dx; y(−e) = 2;
2) cos6 xdy = sin3 xdx; y(π) = 1;

3) y′ =
x

x2 − 3x+ 2
; y(3) = 0;

4) y′ = x sinx; y(π) = π.

3 Ответьте на следующие два «баллистических» вопро-
са, используя формулу (20) и условие, что начальная ско-
рость w0 фиксирована.

1) Каким должен быть угол α, чтобы расстояние до места
падения тела было максимальным?
2) На какую максимальную высоту можно забросить тело
на расстоянии l (по горизонтали) от точки броска?



ГЛАВА 2
Вращение жидкости

Модель • В сосуд, имеющий форму прямого круго-
вого цилиндра, налита жидкость, например вода. Со-
суд вращается с постоянной угловой скоростью ω от-
носительно оси цилиндра (рис. 1).

y

x

ω

РИС. 1 Вращение сосуда с
жидкостью

1 «Достаточно долго» понимает-
ся здесь в том смысле, что вся
жидкость в сосуде должна прийти
в стационарное состояние относи-
тельно самого сосуда, т.е. каждый
элементарный ее объем будет со-
вершать только общее вращатель-
ное движение с заданной угловой
скоростью ω.

Требуется определить, какую форму примет по-
верхность жидкости, если вращение продолжается до-
статочно долго1. При построении модели мы будем
предполагать, что сосуд достаточно широкий и глу-
бокий, это позволит пренебречь разными поверхност-
ными эффектами около боковых стенок сосуда.

α

α

x

y

y0

P

mg

N

Nx

Ny

O

РИС. 2 Силы, действующие
на малый объем жидкости ν
массы m в точке P (x, y)

Дифференциальное уравнение • Очевидно,
что искомая поверхность должна быть поверхностью
вращения. Поэтому для нахождения ее формы доста-
точно рассмотреть осевое сечение нашего сосуда и най-
ти форму соответствующей кривой, из которой потом
мы сможем сформировать и саму поверхность.

Введем в модель систему координат, как это по-
казано на рис. 1. Ось Oy направим по оси цилиндра,
ось Ox — перпендикулярно оси Oy вдоль основания
цилиндра, начало координат, таким образом, оказы-
вается в центре основания цилиндра.

Рассмотрим малый объем ν жидкости на ее поверх-
ности (точка P на рис. 2). Пусть его масса равнаm. На
этот объем действуют две силы: сила тяжести F = mg
и сила реакции опоры N со стороны всей остальной
жидкости. Сила тяжести, как обычно, действует вер-
тикально вниз, а реакция опоры — по нормали к нашей
искомой кривой, т.е. перпендикулярно касательной к
этой кривой в точке P .

Обозначим угол наклона данной касательной к оси
Ox через α и разложим силу N на горизонтальную Nx
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и вертикальную Ny составляющие (рис. 2):

Nx = N sinα, Ny = N cosα.

Запишем теперь 2-й закон Ньютона отдельно для каж-
дой координаты. Вдоль вертикальной оси наш объем
ν находится в состоянии равновесия, поэтому суммар-
ная сила, действующая на него в вертикальном на-
правлении, должна быть равна нулю:

N cosα−mg = 0. (1)

Единственная сила, действующая на объем ν вдоль го-
ризонтального направления, — это проекция реакции
опоры Nx. Так как данный объем совершает круговое
движение с радиусом вращения x, то он испытывает
центростремительное ускорение a, которое направле-
но горизонтально к оси вращения (рис. 3). Величина

a

ω

P

O

x

РИС. 3 Центростремительное
ускорение для точки P (вид
на сосуд сверху)

этого ускорения вычисляется по формуле (квадрат уг-
ловой скорости на радиус вращения):

a = ω2x. (2)

Таким образом, вдоль оси Ox второй закон Ньютона
записывается в следующем виде:

−N sinα = −ma = −mω2x, (3)

обе части взяты с отрицательным знаком, потому что
и сила Nx, и ускорение a направлены против положи-
тельного направления оси Ox.

Запишем формулы (1) и (3) в виде системы двух
уравнений:

Ox : N sinα = mω2x,
Oy : N cosα = mg.

(4)

Поделим первое уравнение системы на второе:

tgα =
ω2x

g
.

Теперь учтем тот факт, что согласно геометрическо-
му смыслу производной функции y(x) величина про-
изводной в точке x0 равна тангенсу угла наклона ка-
сательной к соответствующей кривой y(x) в заданной
точке x0. То есть мы можем заменить tgα на y′, что и
даст нам искомое дифференциальное уравнение:

y′ =
ω2x

g
. (5)
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Если дополнительно обозначить высоту жидкости
в точке x = 0 (на оси вращения) через y0, то можно
поставить для полученного дифференциального урав-
нения задачу Коши:

y′ =
ω2x

g
,

y(0) = y0.
(6)

РИС. 4 Параболоид вращения

РИС. 5 Форма поверхности
вращения в осевом сечении
цилиндра для разных значе-
ний укловой скорости ω: от
0.1π для нижней кривой до
1.5π для верхней кривой

Решение и анализ уравнения • Построенное
нами дифференциальное уравнение (5) относится к
типу простейших уравнений, т.к. его правая часть не
содержит неизвестной функции y(x). Следовательно,
это уравнение решается непосредственным интегриро-
ванием:

y(x) =

∫
ω2x

g
dx =

ω2x2

2g
+ C. (7)

Учет начального условия позволяет определить кон-
станту C: y(0) = y0 = C. Следовательно, решение за-
дачи Коши (6) принимает вид:

y(x) =
ω2x2

2g
+ y0. (8)

Таким образом, искомая поверхность является поверх-
ностью вращения параболы относительно ее оси, т.е.
представляет собой параболоид вращения (рис. 4).

2 При этом необходимо заметить,
что высота y0 низшей точки наше-
го параболоида вращения, вообще
говоря, также зависит от скоро-
сти ω (см. упражнение 2).

3 Такие зеркала используются в
зеркальных телескопах (рефлек-
торах). Почему зеркало телескопа
должно иметь форму именно па-
раболоида, мы рассмотрим позже
в отдельной модели.

Степень вогнутости данного параболоида опреде-
ляется коэффициентом при x2 в формуле (8) — чем
он больше, тем более вогнутой является поверхность.
Так как ускорение свободного падения g предполага-
ется постоянным, то единственным параметром, кото-
рым мы можем управлять для изменения степени во-
гнутости, оказывается угловая скорость ω. На рис. 5
показано, как меняется форма поверхности (в осевом
сечении) при изменении параметра ω в предположе-
нии y0 = 02. Напомним, что угловая скорость измеря-
ется в радианах в секунду.

Приложения в астрономии • Тот факт, что
поверхность вращающейся жидкости принимает фор-
му параболоида, применяется, например, в астроно-
мии при производстве параболических зеркал3.

Чтобы изготовить параболическое зеркало, исполь-
зуется специальная вращающаяся печь (англ. rotating
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furnace), в которую заливается жидкое стекло. Печь
вращается с постоянной угловой скоростью, при этом
температура стекла постепенно снижается до тех пор,
пока оно не затвердеет. Качество полученной таким
образом стеклянной заготовки далее доводят до нуж-
ного уровня уже с помощью специальных шлифоваль-
ных машин, работающих под управлением компьюте-
ра.

ω

РИС. 6 Вращение со смещен-
ной осью

Заметим, что ось вращения печи не обязана совпа-
дать с ее центром (с ее осью симметрии, если такая
есть). Даже при вращении сосуда со стеклом со сме-
щенной осью форма получаемой поверхности все рав-
но будет параболической (рис. 6). Такой прием исполь-
зуется, например, при изготовлении отдельных фраг-
ментов зеркал очень большого радиуса (рис. 7).

РИС. 7 Сравнение размеров зеркал различных
телескопов-рефлекторов ( c©Cmglee, Wikimedia Commons)

Другим интересным способом получения парабо-
лических зеркал является использование в качестве
вращающейся жидкости жидких металлов, например
ртути. Идея такого телескопа была предложена еще
Ньютоном, однако в то время не было технологии,
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способной обеспечить вращение с постоянной угловой
скоростью. Первый телескоп с ртутным зеркалом был

Генри Скей

создан в 1872 году новозеландским ученым Генри Ске-
ем4. Самое большое ртутное зеркало имел телескоп

4 Ртутный телескоп описан в гла-
ве 10 замечательной книги Вилья-
ма Сибрука «Роберт Вуд».

Large Zenith Telescope в Канаде (рис. 8). Его диаметр
составлял 6 метров, скорость вращения — 8.5 оборота
в минуту.

РИС. 8 Ртутное зеркало теле-
скопа LZT

Существенным недостатком5 телескопов с жидки-

5 Помимо крайней ядовитости па-
ров ртути.

ми зеркалами является то, что они должны быть на-
правлены строго вверх (против силы тяжести). Дан-
ный факт сильно затрудняет проведение астрономи-
ческих наблюдений такого рода телескопами.

УПРАЖНЕНИЯ И ЗАМЕЧАНИЯ

x x̃

h h̃

F F̃∆m

ω

РИС. 9 Гидростатические си-
лы, действующие на малый
объем вращающейся жидко-
сти

1 Уравнение (5) можно вывести и из других соображе-
ний. Рассмотрим малый объем (кубик) жидкости массы
∆m на расстоянии x от оси вращения (рис. 9), площадь
его правой и левой боковых граней равна ∆s, расстояние
между ними равно ∆x = x̃−x. Центростремительное уско-
рение (2) этого кубика создается разностью F2 − F1 сил
давления, действующих на его боковые грани. То есть

∆mω2x = F̃ − F = (P̃ − P )∆s. (9)

Давление жидкости P определяется расстоянием h до сво-
бодной поверхности жидкости:

P = ρgh,

где ρ — плотность жидкости, g — ускорение свободного
падения. Подставьте это соотношение в формулу (9) и вы-
разите отношение

∆h

∆x
.

Полученное в результате предельного перехода ∆x → 0
дифференциальное уравнение должно совпасть с уравне-
нием (5). Убедитесь заодно, что в вертикальном направ-
лении гидростатические силы уравновешиваются силой тя-
жести.

2 Нижнюю точку параболоида y0 можно найти из усло-
вия равенства объемов исходной жидкости (без вращения)
и вращающейся жидкости. Объем тела вращения в случае,
когда вращение выполняется вокруг оси Oy, вычисляется
по формуле

V = π

∫ b

a

x2(y)dy, (10)
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где функция x(y) задает вращаемую кривую (рис. 10). В на-
шем случае согласно формуле (8):

x2(y) =
2g

ω2
(y − y0).

Пусть радиус цилиндра равен R, а высота жидкости в ис-
ходном состоянии равна h. Определите зависимость y0(ω),

a

b

x(y)

y

x

РИС. 10 Вращение кривой x(y)
относительно оси Oy

воспользовавшись формулой (10) в предположении, что
нижняя точка параболоида находится выше основания ци-
линдра y0 > 0. На рис. 11 показано, как выглядит сечение
одного и того же сосуда с фиксированным объемом жид-
кости для разных угловых скоростей ω.

РИС. 11 Форма поверхности вращения фиксированного
объема жидкости для разных угловых скоростей ω

3 Найдите критическое значение угловой скорости ω0,
при которой поверхность жидкости коснется основания со-
суда.

4 Определите зависимость y0(ω) при условии, что ско-
рость вращения ω будет больше критической скорости ω0.




